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2. 導入

以下の話は,すべて基点付き空間の圏で考えるものとする.
fibration F

i−→ E
p−→ Bが与えられた時, fiberのコホモロジーH∗(F )を調べる手段として, 以下で定義さ

れる cohomology suspensionがある.

H∗−1(F )

δ

��
H∗(B)

p∗
// H∗(E,F )

��
H∗(E)

i

��
H∗(F )

において, δ−1 ◦ p∗ : (p∗)−1(imδ) → H∗−1(F )/ ker δ.
本稿では, その類似をより一般に homotopy pullback diagramで考え, その具体的な応用例を示す.
homotopy pullback diagram

E
i2−−−−→ Y

i1

y g

y
X

f−−−−→ B

に対して, fibration の引き戻し

ΩB ΩBy y
E′ −−−−→ By ∆

y
X × Y

f×g−−−−→ B × B

,∆ : diagonal

を考えると, E′と Eは homotopy同値になる. fibration Ω(B) → B → B ×Bの連結写像 Ω(B)×Ω(B) →
Ω(B)は, (γ, γ′) 7→ (γ − γ′)となるので, Puppeの完全系列,

−−−−→ π∗(E)
(i1)∗⊕(i2)∗−−−−−−−→ π∗(X) ⊕ π∗(Y )

f∗−g∗−−−−→ π∗(B) −−−−→ π∗−1(E) −−−−→

が存在する.
そこで cohomology suspentionの類似として次のようものを考える.
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Proposition 2.1. π1, π2 を射影とするとき, 次の可換図式

H∗(B)
π∗
2◦g∗−π∗

1◦f∗
//

π∗
2◦g∗−π∗

1◦f∗
))SSSSSSSSSSSSSSS H∗(X × Y,E) δ−1

//

��

H∗−1(E)

H∗(X × Y )

(i1×i2)
∗

��
H∗(E)

は, Ap 構造を保つ準同型 σ = δ−1 ◦ π∗
2 ◦ g∗ − π∗

1 ◦ f∗ : ker(π∗
2 ◦ g∗ − π∗

1 ◦ f∗) → H∗−1(E)
im((i1×i2)∗) を定義する.

3. 自由ループ空間

多様体上M の区分的に可微分な閉道のなす多様体LM のホモトピー型は,連続写像全体の集合 {f : S1 →
M}にコンパクト開位相を入れたものMap(S1,M)と同型である. そこで, 一般の位相空間 X に対しても
LX = Map(S1, X)と定義する. このとき, 次は homotopy pullback diagramである.

LX
ev−−−−→ X

ev

y ∆

y
X

∆−−−−→ X × X

, ev : evaluation at base point

Gをコンパクトリー群とするとき, ループ群 LGの分類空間BLGは, LBGにホモトピー同値となる. こ
こでは BLGの Z/pZ係数のコホモロジーを決定するという問題を考える. 以下ではコホモロジーはすべて
Z/pZ係数 (pは奇素数)とする.
一般に LX のコホモロジーを計算する手段として, 上の図式に対する, Eilenberg-Mooreスペクトル系列

E∗,∗
2 ' Tor∗,∗

H∗(X)⊗H∗(X)(H
∗(X), H∗(X)) ⇒ H∗(LX)

があり, これは [S2]などで調べられている. 一般に Eilenberg-Mooreスペクトル系列には, Steenrod algebra
Ap の構造が入る ([S1]) が, extension problem が残る. これに対し, LBG の場合に, [Ku] では module
derivationを用いて extension problemがとかれ, また [KK]では, スペクトル系列を用いない幾何学的な方
法でH∗(LBG)の Ap 構造が調べらた.
ここでは, §2 で定義された σ をこの場合に適用することで, H∗(BG) が多項式環 Z/pZ[x1, . . . , xn] の

とき, H∗(LBG) のコホモロジー環を調べる. 簡単な計算により, 上の diagram の Eilenberg-Moore スペ
クトル系列はこの場合 E2 で collapse していることがわかる. ここで, D を次の写像の連結で定義する:

H∗(BG)
π∗
1−π∗

2−−−−→ H∗(BG) ⊗ H∗(BG) σ−→ H∗(LBG)
im(ev∗) = E∞.

Proposition 3.1. TorH∗(BG)⊗H∗(BG)(H∗(BG),H∗(BG)) = H∗(B̄(H∗(BG); H∗(BG)⊗H∗(BG);H∗(BG)))
とみなす時,

D′ : H∗(BG) → Tor−1,∗
H∗(BG)⊗H∗(BG)(H

∗(BG), H∗(BG)) = E−1,∗
2 (LBG), x 7→ [x ⊗ 1 − 1 ⊗ x]

で定義される写像は derivationで, D′ = D.

ここで, 定理を記述するためにいくつか記号を用意する. 次数付き不定元 xi に対して,
•

∧
(xi)で, xi 上の外積代数をあらわす.

• ai に対して, sai を |sai| = |ai| − 1なる不定元とする.
• Z/pZ[ai] ⊗

∧
(sai) 上の degree -1 derivation を ai 7→ sai, sai 7→ 0 で定義する.

これらの記号を用いると, 上の Propositionから次が言える.

Theorem 3.2. pを奇素数, H∗(BG; Z/pZ) = Z/pZ[x1, . . . , xn]とするとき,

H∗(LBG; Z/pZ) ' Z/pZ[x1, . . . , xn] ⊗
∧

(sx1, . . . , sxn), θ(sxi) = sθ(xi)

H∗(BG)の Ap 構造はよく知られているので, 上の定理よりH∗(LBG; Z/pZ)の Ap 構造がわかる.
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4. 有限 Chevalley群の分類空間

ここでもコホモロジーはすべて Z/pZ係数 (pは奇素数)とする.
Gを複素 reductiveコンパクト Lie群とする. φq : BG → BGを q次の unstable Adams operationとす

るとき, 次の事実をもちいて, Chevalley群 G(q)の分類空間のコホモロジーを決定することができる.

(p, q) = 1とすると,図式:

BG(q) i1−−−−→ BG

i2

y ∆

y
BG

(1,f)−−−−→ BG × BG

はp-completionするとhomotopy pullback diagram

となる [Fr].
以下では, q mod p ≡ 1かつ, H∗(BG) = Z/pZ[x1, . . . , xn]の場合に H∗(G(q))のコホモロジー環を Ap

構造も含めて決定する.
環構造については, 上の pullback diagram の Eilenberg-Moore スペクトル系列により, H∗(G(q)) '

H∗(LBG) ' Z/pZ[x1, . . . , xn]⊗
∧

(sx1, . . . , sxn)となることは簡単な計算でわかる. しかし, ここでも自由
ループ空間の場合と同様に, Ap 構造を調べるには一工夫必要である. 最近 [Ki]では, [KK] の方法を拡張す
ることで, 幾何学的な構成を用いてAp構造を調べ, Ap-algebraとして, H∗(G(q)) ' H∗(LBG)が同型であ
ることを示されている.
ここでも §3と全く並行に次が示される.

Theorem 4.1. pを奇素数, q mod p ≡ 1, H∗(BG; Z/pZ) = Z/pZ[x1, . . . , xn]とするとき, 次はAp-algebra
の同型.

H∗(G(q)) ' H∗(LBG) ' Z/pZ[x1, . . . , xn] ⊗
∧

(sx1, . . . , sxn), θ(sxi) = sθ(xi)
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